o» Deux exercices sur les suites récurrentes oo

EXERCICE 1 7 points au bac suites, fonctions
Soit k un nombre réel. On considere la suite (u;) définie par son premier terme g et pour tout entier naturel 7,

Upi1 = kuy (1-up)

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes. On y étudie deux cas de figure selon les valeurs de k.

Partie 1

Dans cette partie, k=1,9 et up =0,1.

On a dongc, pour tout entier naturel n, u,+1 =1,9u, (1 —uy,).

1. On consideére la fonction f définie sur [0; 1] par f(x) = 1,9x(1 — x).
a. Ftudier les variations de [ surl'intervalle [0; 1].
b. En déduire que si x€ [0; 1] alors f(x) € [0; 1].
2. Ci-dessous sont représentés les premiers termes de la suite (u,) construits a partir de la courbe € de la fonction f et de la droite
D d’équation y = x.
Conjecturer le sens de variation de la suite (u,) et sa limite éventuelle.
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3. a. Enutilisant les résultats de la question 1, démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 7 :
0< up <up < %
b. En déduire que la suite (u,) converge.
c. Déterminer sa limite.
Partie 2

1 1
Dans cette partie, k = 3 et ug = 7

1 1
On a dongc, pour tout entier naturel n, u,+; = 3 U, (1—uy,)etug= 7

1 n
On admet que pour tout entier naturel n: 0 < u;, < (5) .

1. Démontrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.
2. On considere la fonction Python algo (p) ol p désigne un entier naturel non nul :

def algo(p)
u =1/4
n=20
while u > 10**(-p):
u = 1/2%ux(1 - u)
n = n+l
return(n)

Expliquer pourquoi, pour tout entier naturel non nul p, la boucle while ne tourne pas indéfiniment, ce qui permet a la commande
algo (p) derenvoyer une valeur.



Correction

EXERCICE 1

Soit k un nombre réel.

On considere la suite (u,,) définie par son premier terme ug et pour tout entier naturel 7,
Up1 = kuy, (1-up)

Partie 1

Dans cette partie, k = 1,9 et up = 0,1; on a donc, pour tout entier naturel n, u;+1 =1,9u, (1—uy,).

1. On considere la fonction f définie sur [0; 1] par f(x) = 1,9x(1 — x).
a. On étudie les variations de f sur l'intervalle [0; 1].
f'(x) =191-x)+19xx(-1)=1,9-19x-1,9x=1,9(1 — 2x)

x 0 3 1

f0=1,90-2x) + ¢ -
f0)=0;f(3)=0475et f(1)=0
On établit le tableau des variations de f sur[0;1] :

X 0 % 1

' + ¢ _
0,475
0 0

b. On peut en déduire que si x € [0; 1] alors f(x) € [0; 0,475] donc f(x) € [0; 1].

2. Ci-dessous sont représentés les premiers termes de la suite (u,) construits a partir de la courbe € ' de la fonction f et de la droite
D d’équation y = x.
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La suite (u,) semble croissante et semble converger vers 1'abscisse du point d’intersection de <€f et D.
3. a. Soit #, lapropriété: 0 < u,y < Upt1 < %
¢ Initialisation
Pourn=0,u,=ug=0,1etu,s1 =1,9u(1—1g) =1,9%0,1x0,9=0,171;donc 0 < up < g < %
La propriété est vraie au rang 0.

o Hérédité
On suppose la propriété vraie au rang n, c’est-a-dire 0 < u, < Up41 < % C’est 'hypothese de récurrence.
La fonction f est croissante sur [0; %] donc f(0) < f(up) < fluns1) < f(%)



[ =0, f(un) = tns1, f(tn1) = unsz et f(3) =0475< 3
On en déduit que: 0 < Up41 < Ups2 < %
Donc la propriété est vraie au rang n + 1.
¢ Conclusion
La propriété est vraie au rang 0, et elle est héréditaire; donc, d’aprés le principe de récurrence, elle est vraie pour tout
entier naturel n.

D=

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n,ona: 0 < u, < U4 <
b. De la propriété précédente, on tire :
e pour tout n, u, < Up+1 donc la suite (u;) est croissante;
* pourtout n, u, < % donc la suite (u,,) est majorée par %
La suite (u,) est croissante et majorée donc, d’apres le théoréme de la convergence monotone, elle est convergente.
c. On appelle ¢ la limite de la suite ().
Comme pour toutn, f (u,) = u,+1 et que la fonction f est continue, la limite ¢ vérifie f(¢) = ¢.
On résout I'équation f(x) =x:
f)=x = 19x(1-x)=x < 1,9x(1-x)—x=0
— x(1,9-19x-1)=0 < x(0,9-19x) =0
<~ x=00u09-19%x=0 < szouxz%
La suite (u,,) est croissante donc ¢ > ug soit £ > 0,1.
La seule solution possible est donc ¢ = % = 1% = 0,474.

Partie 2

Dans cette partie, k = % etuy= i, donc, pour tout n, up.1 = %un 1-uy).

On admet que pour tout entier naturel 7: 0 < u,, < (%) "

1 n
1. 0< > < 1 donc la suite géométrique (v,) définie pour tout n par v, = (5) est convergente vers 0.

1 n n
Pour tout 1, 0 < u, < (5) et liIP 0= liIP (E) =0 donc, d’apres le théoréme des gendarmes, la suite (u,,) est convergente et
n—+oo n—+oo

a pour limite 0.

2. On consideére la fonction Python algo (p) ol p désigne un entier naturel non nul :

def algo(p)
u =1/4
n=20
while u > 10%*(-p):
u = 1/2%u*x(1 - u)
n = n+l
return(n)

La boucle s'arréte quand u est inférieur ou égal a 10** (-p), c’est-a-dire pour la premiére valeur de n vérifiant u,, < 1077. Comme

lirP u, =0, il y a une premiére valeur ng a partir de laquelle u; < 1077 pour tout n > ny. La boucle while ne tourne donc pas
n—+oo

indéfiniment, ce qui permet a la commande algo (p) de renvoyer une valeur.



EXERCICE 2 7 points au bac Principaux domaines abordés : suites; fonctions, fonction exponentielle.

On consideére la fonction f définie sur R par

fx)=x3e”.

On admet que la fonction f est dérivable sur R et on note f’ sa fonction dérivée.

1. On définit la suite (u,) par up = —1 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = f (un).

a. Calculer u; puis up.
On donnera les valeurs exactes, puis les valeurs approchées a 1073.

b. On considére la fonction fonc, écrite en langage Python ci-dessous.

def fonc (n):
On rappelle qu’en langage Python, u=-1
«i in range (n) »signifie que for i in range(n)
ivariedeOan -1. u=u*x*3*exp (u)
return u

Déterminer, sans justifier, la valeur renvoyée par fonc (2) arrondie a 1073,
2. a. Démontrer que, pour tout x réel, ona f'(x) = x2e*(x+3).

b. Justifier que le tableau de variations de f sur R est celui représenté ci-dessous :

X 100 -3 +00
0 +00
—27e73

c. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, on a:

“1<uy < up <0.

d. En déduire que la suite (u,) est convergente.

e. On note ¢ la limite de la suite ().

On rappelle que ¢ est solution de I'équation f(x) = x.

2

Déterminer ¢. (Pour cela, on admettra que 'équation x“e* — 1 = 0 posseéde une seule solution dans R et que celle-ci est

1
strictement supérieure a E)'



Correction

fx)=x3e”.

1. On définit la suite (u,) par yy = —1 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = f (uy).

a.

1
cu=(-Dlel=-e"= -~ ~—0,368;

e up=f(u) = (—e‘l)‘o’(e‘e*l) =—e3x (e‘efl) =—e 3¢ 5 _0,034.

. Onafonc(2)=uy; =~ -0,034.

En dérivant f(x) comme un produit on obtient :
fl(x)=3x%e*+x’e*=x’e*3+x).

X 100 -3 +00
0 +00
—27e73

e Quel que soitle réel x, x*> >0et e* >0, donc le signe de f’(x) est celui de 3 + x qui s’annule pour x = -3, d’ol1 les deux
intervalles de variations;

3+x<0 < x<-3:sur]—-oo; -3, f'(x) <0:lafonction f est donc décroissante sur]—oo; —3[;

3+x>0 < x>-3:sur]-3; +ool, f'(x) >0:lafonction f est donc croissante sur]—3; +ool[;

f(=3)=(-33xe3=-27e 3= ——3 = —1,344 est le minimum de la fonction sur R.
e
e Onaf(0)=03xe’=0x1=0;
e De lim x*=+occet lim e*=+oo, ona par produit de limites
X—+00 X—+00
lim f(x)=+oo.

X—+00

. Initialisation : avec uy = —1 et u; = —0,368, on a bien: —1 < 1y < u; < 0:'encadrement est vrai au rang 0.

Hérédité : soit n € N et supposons que —1 < u, < Uy < 0.

On a vu que sur l'intervalle ] — 3 ; +ool, donc a fortiori sur l'intervalle ] — 1 ; +oo], la fonction est strictement croissante.
On a donc par croissance de f: f(—1) < f (un) < f (4n+1) < f(0), ou encore :

U < Ups1 < Upy2 < f(0)

et comme u; = —0,338, —1 < u et f(0) =0, on abien:

1< ups1 < Up2 <0.

Larelation est vraie au rang n + 1.

Conclusion : I'encadrement est vrai au rang 0 et s’il est vrai au rang n, n € N, il est encore vrai au rang n+1 : d’apres le principe
de récurrence, pour tout entier naturel n,ona: 1< u, < U+ <0.

. La question précédente montre que :

e la suite (u;,) est croissante;
« la suite (u,) est majorée par 0;
La suite (u;) est donc convergente vers une limite ¢, avec ¢ < 0.

. On résout dans ] — 1 ; 0[, (car d’apres la question précédente tous les termes de la suite appartiennent a cet intervalle)

I'équation :
f=x = BPe*=x = Pe*—x=0 < x(x*e*-1)=0 < x=0, car on admet que I'équation x
de solution dans l'intervalle ] —1; O[.

3 3 2

e¥—1=0n"apas

Conclusion = lim wu;=0.
n—+oo



