o» Controle sur la récurrence en terminale e»

Exercice 1

u
Soit (uy,) la suite définie par ugp =1etVneN, u,+1 = L

1+u,

. Calculer les termes u;, uy et usz. On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.
. Montrer par récurrence sur 7 que pour tout entier naturel n, u,, est strictement positif.

1
2
3. Donner une expression de u,+1 — . En déduire le sens de variation de la suite (uy,).
4

1
. Montrer par récurrence que pour tout n € N, u;, = 1
n
Exercice 2 y
Soit (u;,) la suite définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n, u,4; = 5 ’; T
Up

1. Comment pourrait-on montrer que pour tout n €N, u; >0?
On admet maintenant que pour tout n € N, u,, # 0.

1
On définit la suite (v,) par v,, = — pour tout n € N.
Un

2. En calculant v, — v, montrer que la suite (v,) est une suite arithmétique de raison r = 2. Calculer le premier
terme de (v;,).

3. Exprimer v, en fonction de n.

4. En déduire une expression de u, en fonction de 7.

Exercice bonus

1

On considere la suite (1) définie par ug =3 et VneN, u,+1 = EP X (U% +2n+ 1).
n

Montrer que (u) est arithmétique; en déduire u, al’aide de n.
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Correction
Exercice 1 y
Soit (1) la suite définie par 1y = 1 et pour tout entier naturel n, u,4; = ! +n .
Un
Ug 1 [Z5] 1 Uy 1
1. u; = ==, Up= =—etug= =—.
1+uy 2 1+u; 3 1+u, 4
2. On montre par récurrence que pour tout entier naturel, la propriété P,, : u, > 0 est vraie.
Initialisation :
Py s’énonce : uy >0, c’est-a-dire : 1 > 0 qui est vraie.
Hérédité :
Pour un certain n € N, on suppose P, vraie (Hypothese (HR)).
Onsaitque uu41 = Up+1 = 1 +n .Comme u, >0 par (HR), les termes de cette fraction sont strictement positifs,
Un
par suite, U, > 0; c’est Pyy.

Conclusion :
P, est vraie pour n = 0 et héréditaire, alors, d’apres ’axiome de récurrence, P, est vraie pour tout 7 € N.

2
Un Up—up(+uy)  —u : . . . -
3. Upr1—Up= —Up = = L <0 car uy est strictement positif d’apres la question précé-
1+u, 1+u, 1+u,
dente. La suite (u,) est donc décroissante.
1
4. On montre par récurrence que pour tout n € N, on a u, = 1
n+

Soit P, la propriété : u, = —.
n+1
e Initialisation :
1
Pour n =0, uy = —— =1 donc Py est vraie.
0+1

o Hérédité :

1
Supposons que P, est vraie pour un entier n € N, on a donc u, = el
n
1 1
u 1
Onaalors u,y1 = n___n+l _ _n+l _ :la relation est vraie au rang (n+ 1).
1+u, 1+ 1 n+l+1l 1+(m+1)
n+1 n+1

P,,+1 est donc vraie.
Comme Py est vraie, et que pour n € N, P, vraie entraine P, vraie, d’apres le principe de récurrence on peut
dire que pour tout n € N, P, est vraie.

Exercice 2

1. Vu la construction de la suite, cela se fera par récurrence. Linitialisation est évidente et 'hérédité immeédiate,

. . Un . .
car si u;, > 0, les termes de la fraction EY] le sont aussi et par conséquent 1,4+ > 0.
Un

2.
1

Un+1
2up +1

Un

Un+1 =

u 1
:2_n + —
Up Up

=2+v,

Ainsi, v,41 — v, = 2 qui est indépendant de n. (v;) est arithmétique de raison r = 2 et de premier terme vy =

1_
L1,
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3. D’apresle cours, VrneN, v, =1+2n.

1
4. Pour neN, v, #0, on en déduit que u, = — = .
v, 1+2n

Exercice bonus

On considere la suite (1) définie par ug =3 et VneN, u,+1 = X (ufl +2n+ 1)).

Montrer que (u) est arithmétique; en déduire u, al’aide de n2n 2
On calcule u; =5 puis uy = 7. Il semble ainsi que la suite (u) soit arithmétique de premier terme 1 = 3 et de raison
r=2.

On note P, la propriété : « u, = 2n+ 3 ». Montrons que P,, est vraie pour tout n de N par récurrence sur n.
Remarquons que Py s’énonce Uy} =2n+5.

Initialisation
Py s’énonce uy = 3 ce qui est vrai vu la valeur donnée de u.
Hérédité

On suppose P, pour un certain n € N (Hypothese H,), alors: VneN,

Upsl = (ufl +2n+ 1) Par définition de u,,

2n+2

- ﬁ((2n+3)2+2n+ 1) Par H,

1
= ont2 (4712 +14n+ 10) Apres développement et réduction
n

_ m(2(2n2 +7n+5))

1
R (2 n*+7n+ 5) Apres simplification par 2

1 (n+1)(2n+5) Apres factorisation du trinéme

Up+1 = 2n+5 Apres simplification par n + 1

C’est P,,+1; ainsi, P, est héréditaire.
Conclusion

P, est vraie pour n = 0 et héréditaire, alors, d’apreés I’axiome de récurrence, P, est vraie pour tout n € N.
Ainsi, VneN,u, =2n+3



