Continuité d’une fonction
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1 Fonctions continues

1.1 Définition de la continuité :

‘ 4 o 0
%@ Définition
Soit f est une fonction définie sur un intervalle [ et soit a est un réel de I.

f estcontinue en a signifie que f admet une limite en a égale a f(a).
f est continue sur I'intervalle I signifie que f est continue en chaque point a de I.

1
Exemples : Soit f la fonction définie sur I =]1;+oo[ par: f(x) = 1
En appliquant les régles de calculs avec les limites, on a lini f(x)=1avec f(2) =1; par suite, f est continue en 2. Au voisinage de 2,
X

le tracé de la courbe ne devrait pas présenter de saut.

1.2 Illustration graphique:

©

De maniere intuitive, on reconnait graphiquement qu’'une fonction est continue lorsque sa courbe peut étre tracée sans lever
le crayon. (attention, cela ne constitue pas une preuve!)

Exemple : la fonction carré est continue :
En effet, pour tout a € R, lim x? = 4; on peut donc tracer la parabole sans lever le crayon.
X—a

Existe-t-il des fonctions non continues? Oui, il suffit de tracer une courbe avec une rupture dans le tracé; la fonction associée
n’est alors pas continue.

1.3 Exemple d’'une fonction explicite non continue : la fonction « Partie entiére »
‘ 2 o
%@ Définition

Soit x un réel. 1l existe alors un entier relatif » unique tel que : n < x < n+ 1. On définit alors la fonction partie entiére, notée
E, par: E(x) = n.
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Exemples: E(2,3) = 2;E(3) = 3; E(—4,12) = -5 (attention aux nombres négatifs).
Remarque :Cette fonction est constante sur chaque intervalle de la forme [n; n + 1[.

Représentation graphique :

Sur [n; n+1], E(x) = x.
,lcill},E(x) =npuisque E(x) =nsur [n; n+1]
x>n

)lci—l»l}zE(X) =n—-1puisque E(x)=n—1sur[n—-1; n|
x<n
E(n)=n.

On n’a donc pas lim E(x) = E(n) : E n’est pas continue en n pour tout n € Z.
X—n

En fait, E est continue a droite, mais pas a gauche.

@Exemple de fonction discontinue partout (hors-programme!)

fx)=0sixe@
flx)=1six¢Q
Cela vient de la structure des réels. Pour chaque nombre rationnel (pouvant d’écrire comme quotient d’entiers), on peut

toujours trouver un irrationnel aussi proche que I'on veut de ce rationnel et on peut approcher aussi pres que 'on veut un
irrationnel par un rationnel

La fonction f définie par : { est discontinue en tout réel a de R.

2 Continuité des fonctions usuelles :

‘ 2 N
{2\ Théoreme
Les fonctions polynémes, la fonction sinus, la fonction cosinus sont continues sur R. La fonction racine carrée est continue

sur [0; +ool.
La somme, le produit, le quotient et la composée de deux fonctions continues est une fonction continue sur leur ensemble
de définition.
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Démonstration : Cela vient des propriétés sur les calculs de limites (voir chapitre sur les limites)
Exercice : f est la fonction définie sur R par: f(x) = xsix<0, f(x) =x*si0<x<1, f(x) =msix=1.

1. m=2.Lafonction f est-elle continue sur R?

2. Pour quelle valeur de m la fonction f est-elle continue sur R?

Théoréme
|

Toute fonction dérivable sur un. intervalle I est continue sur cet intervalle.

Démonstration : Soit f une fonction dérivable sur 1.
Soient x et a deux réels de I.
fx) - fla) y
-a

Pourtoutx #a, f(x)— f(a) = p
lim f)-fla)

X—a XxX—a

Par produit : lim (f(x) = f(@)=f'(a) x0=0donc lim f(x) = f ().

(x—a).

_ : oy —
—f(a)et)lcl_l}}l(x a)=0.

3 Le théoreme des valeurs intermédiaires :
3.1 Approche

Cas d’une fonction continue.

f est une fonction définie et continue sur un intervalle I et k un réel. On cherche les antécédents de k par f; autrement dit on
cherche les abscisses des points de Cy d’ordonnée k. Souvent, on ne sait pas résoudre I'équation f(x) = k, on peut alors tenter une
approche graphique.

Examinons la courbe d’une fonction continue f ci-dessous; on a également tracé la droite d’équation y = k :

N T I

«Visiblement », la droite coupe la courbe en deux points dont les abscisses répondent a la question. Reste que la résolution
graphique est insuffisante et doit étre confirmée par une démonstration. La continuité du tracé laisse penser que les points d’inter-
section existent bien.

Cas d’une fonction non continue.

On areprésenté la courbe représentative d’'une fonction non continue en un point de 'intervalle de définition.
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La discontinuité du tracé laisse un espace et la droite ne coupe pas la courbe. Léquation f(x) = k n'admet aucune solution.

3.2 Théoreme des valeurs intermédiaires

‘ pd N . pd . . 0
Theoreme des valeurs intermédiaires (admis)

f estune fonction continue définie sur un intervalle I.
Soient a et b deux réels de 1.
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel c compris entre a et b tel que f(c) = k.

Remarque : c’est un théoreme d’existence; il ne donne pas la valeur d'un solution. D’ailleurs, la plupart du temps, on se sert de ce
théoréme pour montrer I'existence d’'une solution qu’on ne sait pas trouver de facon explicite.

Interprétation graphique:
| Si (¥) est la courbe représentative de f continue sur [a; b], pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), la droite d’équation
y = k coupe au moins une fois la courbe (4) en un point d’abscisse ¢ comprise entre a et b.

Interprétation en terme d’équation :
[ est une fonction continue sur un intervalle I comprenant a et b. Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) =k
admet au moins une solution ¢ comprise entre a et b.

3.3 Cas des fonctions continues strictement monotones; corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires :
‘ 4 N
%@ Théoréeme

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur [a; b], alors, pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation
f(x) = k admet une solution unique.

Démonstration :
Lexistence d’une solution vient du théoréme des valeurs intermédiaires.
Lunicité vient de la stricte monotonie.

Remarque : Tableaux de variations :

Par convention, les fleches obliques d’'un tableau de variation traduisent la continuité et la stricte monotonie de la fonction sur
lintervalle considéré.
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4 Exercices d’application
4.1 Exercicel

Démontrer que I'équation x> + 4x% + 4x + 2 = 0 admet au moins une solution comprise entre —3 et —2.
Solution

On pose f(x) = x> +4x° +4x+2.

fl(x)=3x*+8x+4; A=64-48=16>0

2
f'(x) adeuxracines: x; = -2 et xp = -3

f "(x) > 0 al’extérieur de ses racines (trindme du second degré)
2 22
-2)==-2etf|-=|=—
F=2 f( 3) 27
4 4 2
Pour x #0, f(x) =)62’(1+—+—2+—3 d’our:
X x° X
lim f(x)=-ocoet lim f(x)=+oco.
X——00 X—+00

Tableau de variation :

2
X |—-oo -2 3 +00
f(x) + ¢ - ¢ +
2 +00
@ / \ /
22
oo i
7

Sur]—oo0; -2]:
¢ f estcontinue
e f(-3)=-1<0
e f(=2)=2>0
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation. f(x) = 0 admet au moins une solution dans I'intervalle ] —3; —2].
Comme f est croissante sur cet intervalle, cette solution est unique; on la note a.

Sur [-2; +ool, f(x) > 0 donc cette équation n’a pas de solution.
On détermine « a la calculatrice : on trouve a ~ —2,84

Exercice 2

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. a et b sont des réels de I tels que f(a)f(b) < 0. Démontrer que I'équation
f(x) =0 admet au moins une solution comprise entre a et b.

Solution : puisque f(a) f(b) <0, f(a) et f(b) ont des signes contraires; f est continue.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 0 admet au moins une solution comprise entre a et b.

Exercice 3

Montrer qu'un polynéme de degré impair a au moins une racine réelle.

Solution
f(x)=ax®+bxtcx+d.

3 b ¢ d
Pourx#0, f(x) =x"|a+—-+—+
X X

+ b + ¢ + d
a p— — —_—
x x2 x8
lim x%=-ooet lim x°=+oo.
X——00 X— =00
On en déduitquesia>0, lim f(x)=-ocet lim f(x)= +oo.
X——00 X—+00

%3

lim
X— o0

=a

Sia <0, c’est le contraire.
Comme f est continue et que f change de signe, f(x) s’annule au moins une fois sur R.
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Exercice 4

Un randonneur parcourt 10 km en deux heures exactement. Montrer qu’il y a un intervalle de temps de durée une heure exac-
tement durant lequel il parcourt exactement 5 km.
On note d(t) le temps parcouru au bout de ¢ heures (0 < 7 < 2) et on considere la fonction v : t— d(t+1)—d(t).

Solution :
u0 =d)etul)=d@2)-d().

e Siu(l) =5, l'intervalle [0; 1] convient.
e Siu(1) <5, alors u(0) > 5 et u(1) <5; comme u est continue, I’équation u(t) =5 a une solution.

e Siu(l)>5,alors u(0) <5 et u(l) >5; comme u est continue, I'équation u(¢) =5 a une solution.

4.2 Approximation des solutions d’'une équation du type f(x) = k

+ Méthode du balayage (tableau de valeurs avec un pas de plus en plus petit)

¢ Dichotomie : on coupe I'intervalle en deux a chaque étape.
On peut consulter la vidéo suivante : cliquer ici

o Utilisation de la fonction Solve de la calculatrice

5 Suites définies par récurrence a I'aide d’'une fonction continue

I
Théoréme
Soit (1) une suite définie par ug et u,+1 = f(uy).

On suppose que tous les termes de la suite sont dans un intervalle I sur lequel f est continue.
Si (uy,) converge vers ¢ € 1, alors f(¢) = ¢, donc ¢ est une solution de I'équation f(x) = x dans I.

Démonstration :

e lim u,=¢donc lim u,.; =/, cest-a-dire lim f (u,)=/¢ (C'estla caractérisation séquentielle de la limite).
n—+oo n—+oo n—+oo
o Comme f est continue en ¢, puisque lim u,=/¢alors lim f(u,) = f().
n—+oo n—+o0o

o Lalimite d'une suite est unique, donc ¢ = f (¢).

. . . uy=3
Exemple : Soit (1,,) la suite définie par
P ! P {un+l =V1+u,

On admet que u;, existe pour tout n € N et que Vn € N, u; >0 (...qu on montrerait sans peine par récurrence).
1. Montrer que la suite est décroissante.

2. Montrer qu’elle est minorée.

3. En déduire qu’elle est convergente.

4. Quelle est sa limite?

Solution

1. Montrons par récurrence que U,+1 < U, pour tout n.

e ur=+v1+uy=v1+3= Va=2< u; donc la propriété est vraie au rang n = 0.

¢ On suppose la propriété vraie pour un tang n quelconque, donc u,+; < u,. (hypotheése de récurrence)
Alors : Ups1 < Uy = Ups1+1 < up+1 = Vupe1 +1 < i, +1 (croissance de la fonction x — v/x) donc u,+2 < Uys1. La
propriété est héréditaire.
Elle est donc vraie pour tout 7 : la suite est décroissante.

e (up) est décroissante minorée donc convergente (théoréme de la convergence monotone) vers un réel .
Comme pour tout n, u, > 0, alors par compatibilité de la limite avec I'ordre, ¢ = 0.
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https://www.youtube.com/watch?v=V7mlMCSrq1U

* (up) est définie par récurrence sous la forme u,+; = f (u,) avec f(x) = vV1+x.
La limite ¢ est solution sur R, de l'équation, f(x) = x donc v1+x = x.

x=0 x=0
x=vVi+xeq , ©4
x*=1+x x*=x-1=0
1++v5
La solution positive de cette équation est 2\/_.
1+V5
On en déduit:| ¢ = 2\[ (nombre d’or).
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