Rappels de premiere sur les suites
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1 Généralités

‘ 2 o 0
%@ Définition
Une suite est une fonction définie sur I'ensemble N des entiers naturels.

Si u est le nom de la suite, 'image de n par u se note u(n) (notation fonctionnelle) ou de maniere plus usuelle u,, (notation
indicielle). Lensemble des termes de la suite se note alors (u;,) en-

2 Construire une une suite :

Il existe essentiellement deux facons :

a) Suites définies par la donnée explicite de leurs termes : Exemple : Soit la suite (u;) définie par u, =2n+ 1.
On peut calculer chaque terme de maniére explicite séparément les uns des autres.
De méme, soit (v,,) la suite définie par : v, = f(n) ot f(x) = x> +5. On peut calculer chaque terme indépendamment les uns des
autres.

b) Suites définies par récurrence :
La suite est définie par la donnée d’'un ou de plusieurs premiers termes et par une relation entre un terme et un ou plusieurs
termes précédents.

Exemples :
. . P . wo = 3
Soit la suite (w,) définie par : { Wyei = Awp+5
Ona:w; =17, w, =73...
e Suite de Fibonacci :
Fyp=F =1

Soit la suite (F,,) définie par :
(Fn) P { Fpio=Fy+ Fpn

Ona:FZ:Z,F3:3,F4:5, F5=8...
Pour calculer chaque terme, il faut avoir calculé les termes précédents.
Pour ceux qui souhaitent en savoir davantage sur la suite de Fibonacci, cliquer ici
Remarque : lorsqu’une suite est définie par récurrence, on essaye de se ramener a une formule explicite des termes, mais ce
n’est pas toujours possible.

3 Représentation graphique d’une suite récurrente de la forme u,,,1 = f(u,)

Exemple : Soit la suite (u,) définie par { Z(:Hl =0’5Mn -

Ona uy41 = f (uy) avec f(x) = Vx+2.

On représente la courbe ¢ et la droite d’équation y = x. Sur I'axe des abscisses, on place uy = —0.5.

u1 = f (uo) est 'ordonnée du point de la courbe ¢y d’abscisse uy. Lordonnée u; est «renvoyée» sur I'axe des abscisses a 'aide de

la droite d’équation y = x. On construit ensuite u, de la méme facon a partir de u; cette fois (Voir dessin).


http://fr.wikipedia.org/wiki/Suite_de_Fibonacci

Commentaire : Ce type de graphique permet de conjecturer des propriétés de la suite. Ici, il semble que la suite soit croissante et les
termes soient aussi proches de que I'on veut de I'abscisse du point d’intersection de Cy et de la droite d’équation : y = x.

4 Sens de variation :

' d e
%@ Définition
Une suite (u;,) est croissante si et seulement si, pour tout n, u#, < U;4].

Une suite (u,) est décroissante si et seulement si, pour tout n, u, = 1.
Une suite (u;) est constante si et seulement si, pour tout n, u, = U;+1.

Techniques d’étude :

1. Technique fonctionnelle : elle s’applique lorsque la suite est fonctionnelle, c’est-a-dire lorsque 'on a u;, = f(n). On étudie
alors les variations de la fonction f. Si f est croissante (décroissante), alors la suite est croissante (décroissante)
Exemple : : Le suite (u,,) définie par : u,, = n> —6n + 1 est croissante pour 7 = 3.
En effet, la fonction f: x — x? —6x+ 1 a pour dérivée : f': x — 2x—6=2(x—3) et f'(x) =0 & x >3, donc f est croissante sur

(3; ool.
AAttention
- : cos(2mx) . . e
La réciproque est fausse : Exemple : La fonction g(x) = ——— n’est pas monotone, mais la suite (u,) définie par
X

1
U, = g(n) = — est décroissante.
n
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2. Techniques algébriques :

(a) On étudie le signe de la différence u,+1 — u, en fonction de n.
Exemple : soit la suite (u,,) définie par: u,4+1 = u, + n’.
Pour tout n, uy+1 —up = n® =0 donc (uy,) est croissante.

Théoréme

() On suppose que, pour tout n, u, >0,

. . Un+1 . o . . . . .
Si, pour tout 7, le quotient est supérieur a 1, la suite est croissante; s'il est compris entre 0 et 1, celle-ci est
Un
décroissante.
i . Un+1 Up+1—Un . . . . o
Démonstration : -1= qui est du signe de u,+1 — u, puisque le dénominateur u,, est positif pour tout 7.

Un Un

. . P Un .. .
Exemple : soit (1) la suite définie par uy =2 et uy41 = 1 Quel est le sens de variation de cette suite?
n

11 existe deux types de suites tres simples et tres courantes en mathématiques qui méritent donc d’étre étudiés en détail ; ce sont
les suites arithmétiques et les suites géométriques.

5 Suites arithmétiques :
‘ rd L]
Définition

Une suite (u,) est arithmétique s'il existe un nombre 1, appelé raison de la suite, tel que, pour tout n, Uy = Up + 7.
On a alors : u,+1 — u, = r (la différence de deux termes consécutifs est constante)

r L4 rd
%ﬁ Propriété
Terme général : u, = ug + nr

ou plus généralement : u, = u, +(n—p)r (n = p).
La suite est complétement déterminée sil’on connait un terme et la raison.
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Démonstration : se fait par récurrence.

Théoréme
|

Les suites arithmétiques sont les suites dont le terme général est de la forme : u;,, = an+ b, ou a et b sont des constantes.

Démonstration :

e Si (uy) est arithmétique, u, = up+ nr =an+baveca=r et b= ug.

* Réciproque: soit (i,,) avec u, = an+b;ona: u,+ — u, = a donc (u,) est arithmétique de raison r = a

Somme de termes consécutifs :

‘ ez 4
Proprlete
nn+1
| Soitog, =14+2+3+...+n.Alors: 0, = ¥

2

Démonstration :
On écrit 0, al’endroit et a 'envers et on ajoute terme a terme :
0p=1+243+--+(n-1)+n
op=n+nm-D+---+2+1

Parsomme:20,=n+1)+n+1)+---+(n+ 1)+ (n+1)=n(n+1) (carilya n termes égaux a n+1).

) nn+1)
Par conséquent:| o, = —

r L4 rd
%@ Propriété
1=n
Soit (#,) une suite arithmétique. S, =up+ uy; +...+ u, = Z u;.
i=0

nn+1)

2

Ug+ U
¢ Deuxiéme formule: S, = (n+ 1)u

e Premiere formule: S, = (n+1ug+r

(demi-somme des termes extrémes x nombre de termes).

o Plus généralement:si S = x +...+ y est la somme de p termes consécutifs d'une suite arithmétique, alors : S =

px+y)
2

Démonstration :

e Premieére formule :

Sp=ug+(Wwo+nr)+Wwe+2r)+---+(ug+nr)=m+Duy+r(Q+2+3+---+n)=m+Dug+roy,

nn+1)
=n+Duyg+r———

¢ Deuxieme formule : écrivons S, de deux fagons différentes, une fois a I’endroit, une fois a I'envers :

Sp=up+ur+up+---+uy_1+uy
Sp=uUp—+uUp_1+---+up+ up.

En ajoutant terme a terme :

28+ (U + Up) + (U1 + Up_1) + -+ + (Up + Up—p) + - + (Un + Ug).
Or, pour tout p : up + Un—p = (Uo + pr) + (un — pr) = uo + up.

On en déduit : 2S5, = (n+1) (up + uy) (carilya (n+1) termes) donc

Ug +
Sn: (l/l+1)T

Un

Page 4/6




e S=x++y=x+xX+1r)+(x+2r)+---+x+(p—1r (puisqu’ilya p termes). S= y+(y—1r)+(y—-2r)+---+y—(p—1r) (en écrivant
la somme a partir du dernier terme).
En effectuant la somme terme a terme, on obtient: 25 = (x + y) + (x+ y) +--- + (x + y) = p(x + y) (puisqu’il y a p termes) d’ou :
s plx+y)

2
Exemple : calculer S=100+102 +---+ 154.
Ce sont les termes d’une suite arithmétique de raison r = 2. Il y a 28 termes (154 = 100 + 27 x 2).
28(100+154)
Donc: S = f=3556

e Variations :

r 2 N
%@ Théoréme
Soit (1) une suite arithmétique de raison r.
(uy,) est croissante si, et seulement si, r est positif.

(uy,) est décroissante si, et seulement si, r est négatif.
(uy) est constante si, et seulement si, r = 0.

Démonstration : u,+; — u, = r d’'ot le résultat.
6 Suites géométriques:

Définition

Une suite (u,) est géométrique si et seulement s'il existe un nombre réel q appelé raison de la suite, tel que, pour tout entier
natureln: u,.; = quy.

Théoréme

Alors, pour tout n : u, = qu,_) ou plus généralement : u, = u,q" ¥ pour p < n.
Une suite géométrique est entierement déterminée par un terme et sa raison.

La démonstration se fait par récurrence.

Théoréme

| Les suites géométriques sont les suites dont le terme général est de la forme u,, = ag”, a et q étant des constantes.

Démonstration :
* Si (uy) est géométrique, u, = upg” = aqy, avec a = uy.
« Réciproque: Si u, = aq", u,1 = aq™ donc w1 = auy, : (uy) est bien géométrique, de raison a.

Somme de termes consécutifs :

Propriété

Soit g un nombre. Posons g, = 1+q+q2+---+q” = Z qi.

° Siq=1,0n=(n+l).
1-— n+l1 n+1_1
esig#l,ona:o,=l+g+q*+-+q"= 1i1q :qq_l
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Démonstration :
e Sig=1,clestévident; S, +1+1+---+1=n+1.
e Sig#1,oncalcule S, et gS;, et on soustrait :

Sp=l+q+q*+--+q" ' +q".

aSn= q+a*+q’ +--+q"+q

n+1

Alors: S, — gS, =1—-q""! (il ne reste que le premier terme de la premiére ligne et le dernier de la deuxiéme ligne).
1-— n+l1
D'oit: S,(1-q)=1—g"* " et:|S, = #

(=

Théoréme

Soit (#5) une suite géométrique de raison q (g # 1).
i=n 1- qn+l

o SOit S, =up+ur+...+ U =Y Ui =y !
i=0 -

1—gP
e SiS=x+...+yestlasomme de p termes consécutifs d'une suite géométrique de raison q (q # 1), alors:| S = x( § qq )
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